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Forord

AFSNIT 1

Om noten

Kvantealgoritmer er de instruktioner man giver en kvantecomputer for at lgse specifikke
problemer. Med andre ord, det er kvanteversionen af den klassisk algoritme som er
kernen i et computerprogram pa en klassisk computer.

Formalet med denne note er at give en introduktion til et par udvalgte, men centrale
kvantealgoritmer. Ambitionen er at give en ide om hvordan disse udvalgte kvantealgo-
ritmer udnytter kvanteinterferens og dermed bliver eksponentielt hurtigere end klassiske
algoritmer der lgser samme problem. Vi vil bade prgve at give et intuitivt billede af
hvordan algoritmerne virker men ogsa dykke ned i den matematiske formulering.

Malgruppe: Dennne note er udarbejdet med tanke pa studerende, undervisere eller
andre der er interesserede i at lzere om kvantealgoritmer, og godt kan lide selv at arbejde
mens de lzerer.

Baggrund: For at kunne arbejde med den matematiske formulering af kvantealgoritmer,
kraeves et vist forkundskab til qubits og til operationer pa qubits svarende til det der
kan opnas ved at arbejde med noterne ‘Qubits og Kvantecomputere’, som kan findes pa
kan findes pa https://nqep.ku.dk/teaching/. Desuden antages kendskab til komplekse
tal.

AFSNIT 2

Tak til

Tak, til alle der deltog i workshoppen on kvantealgoritmer pa LEFMK arsmgdet 2023 hvor
en tidlig version af denne note blev brugt for forste gang. Der kom meget god feedback
derfra. En stor tak til Mikkel Max Jorn og Jacob Debel for en diskussion ved tavlen der
forte til Kapitel III. Tak, til Jacob Hastrup, Ask Hgyer Splittorff og Ove Splittorff for
at kommentere S-versionen af disse noter. En seerlig tak til Michael Hallundbzak for at
stille sin altid skarpe pen tilrddighed ved gennemleaesninger af flere versioner af denne
note.

Noten er udarbejdet under Novo Nordisk Fonden, Grant number NNF22SA0081175,
NNF Quantum Computing Programme.
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Bemerk

Definition 1

Opgave 1

Bemeerk

Kvanteinterferens

Den centrale ingrediens i de kvantealgoritmer vi skal se pa her er kvanteinterferens og
vi leegger i dette kapitel for med at se pa den simpleste version heraf.

AFSNIT 3

Kvanteinterferens af en elektron

Inden vi kaster os over formalismen, s& lad os starte med at se pa dobbeltspalteeks-
perimentet, Figur 1. T forsgget sendes elektroner fra en kilde, S (source), gennem en
kollimator, A, og dernsest gennem enten én eller to spalter ved B, inden de detekteres
et sted pa pladen C. Der er dermed hhv. én eller to veje fra A til detektionen ved C.
Hver enkelt elektron vil blive detekteret et sted pa pladen C, og efter mange elektroner
er blevet detekteret vil der dannes en fordeling P (for probability pa Engelsk).

Det afggrende her er at forsgget med begge spalter abne ikke giver samme resultat
som summen af resultaterne vi far ved at lave forsgget med én spalte aben ad gangen.
I stedet viser resultatet et mgnster der minder om det klassiske interferensmegnster der
opstar hvis vi tilsvarende sender vandbglger imod to &bninger. Forskellen er opstaet pa
grund af kvanteinteferens, se igen Figur 1.

Bemeerk at interferensen ogsa sker nar intensiteten af elektronkilden er sa lav at der kun
er én elektron i opstillingen ad gangen. Elektronen interfererer med sig selv néar der ikke
er nogen made at afggre hvilken vej den har taget inden detektionen.

I de kvantealgoritmer vi skal se pa gar kvantecomputerens qubits, ligesom elektronen i
dobbeltspalteforsgget, fra en given starttilstand til en sluttilstand der males. For elek-
tronen i dobbeltspalteeksperimentet er der to veje, men for t-qubits kan vejen fra start-
tilstanden til slut-tilstanden g& gennem 2! kvantetilstande. Tilstanden af de t-qubits
kan samle relative faser op undervejs der afhsenger af vejen og det er disse faser der
giver mulighed for kvanteinterferens i algoritmerne (se afsnit 6). Ligesom for elektronen
i dobbeltspalteforsgget sker interferensen nar der ikke er nogen made at afggre hvilken
af vejene systemet af qubits har taget inden detektionen.

AFSNIT 4

Superposition og sandsynlighed

For at forstd hvad en relativ fase er og hvad der er for mulige veje, sa lad os fgrst sla
fast hvad vi mener med superposition for en enkelt qubit.

Superposition: Qubit tilstanden |¢)) = «|0) + 5|1) er en normaliseret superposition af
de to tilstande |0) og |1) hvis de komplekse koefficienter a og 3 opfylder |a|?+|3]? = 1.

Lad os ogsé parametrisere de to komplekse koefficienter som vinkler.
| Vis at |[¢p) = cos(/2)|0) + sin(0/2)e’?|1) er normaliseret.

Vinklen ¢ er den relative fase mellem de to tilstande |0) og |1).

Bemeerk at der er tre reelle frihedsgrader i den generelle superposition (to fra hvert

KAPITEL

1—|>
s

>

-

Py
2 g
Py

> ?

=P+P

1
I
2
?
c

=P+ P

g%

C
# P+ P

Figur 1. Dobbeltspalteforsgg,
med elektroner. (Illustrationer
adapteret fra [1].)

komplekst tal v, 8 og et band pga normaliseringen) og kun to vinkler i den opgave vi lige

2



Definition 2

Bemeerk

Opgave 2

Bemerk

Eksempel

Opgave 3

har set pa. Den sidste frihedsgrad er en kompleks fase der kan ganges pa hele tilstanden
— en sdkaldt global fase. Det er dog kun den relative fase mellem de to tilstande |0) og
[1) der er afggrende for vores kvanteinterferens og vores kvantealgoritmer, den globale
fase er udeladt.

Hvis vi udfgrer en maling er de eneste mulige udfald af malingen 0 eller 1 og det eneste
vi ved for malingen er at sandsynligheden for at detektere 0 eller 1 er givet saledes:

Sandsynlighed: Hvis en qubit befinder sig i tilstanden |) = «|0) + |1) er sandsyn-
ligheden for at méle 0, Py = |a|?, og sandsynligheden for at méle 1, P, = |3|%.
Bemerk at den relative fase ¢ ikke umiddelbart pavirker sandsynlighederne.

Vores qubit er i tilstanden |1) = cos(6/2)|0) + sin(6/2)e*?|1). Vis at sandsynligheden
for at male O eller 1 er uatheengig af vinklen ¢.

AFSNIT 5

Operationer pa en enkelt qubit

Fasen ¢ kan styres vha en operator, og vi vil fgrst se pa T-operatoren, som er defineret
i Figur 2.

10) 0)
1) eim/4 1)

Figur 2. Definitionen af hvordan T-operatoren virker pa |0) og |1).

Vi far ogsa brug for Hadamard-operatoren, se Figur 3.

0) L (10) + 1))
) (10) — 1))

Figur 3. Hadamard operatoren H virker pa en qubit.

N

Lad os prove at fa vinklen ¢ i spil. Fgrst virker vi pa |0) med H og derefter med T, se
Figur 4. Som gnsket har vi fiet introduceret vinklen ¢ = 7/4 i fasen /4,

10) 75 (10) + ¢/ (1))

Figur 4. Simplest mulige eksempel pa at introducere en fase.

Bemaerk at en operator virker pa en superposition ved at virke pa hvert led i superpo-
sitionen, m.a.o. den virker lienzert.

Lad os lige tage et hurtigt eksempel pa denne linearitet HH |0) = H%(|O> + 1) =
7(H10) + H[1)) = 5(|0) + 1) +10) = [1))) = |0).

Vis at tilstanden efter vi har virket pa |0) med H, T dvs tilstanden T H|0), er som
angivet pa Figur 4.

T-operatoren tilfgjer en fase pa 7/4 til tilstanden |1). Vi kan tilfaje en generel fase ¢
med Uy operatoren, se Figur 5.



Opgave 4

Opgave 5

Opgave 6

Bemerk

10) 0)
1) ¢ 1)

Figur 5. Ug-operatoren generaliserer T-operatoren til en vilkarlig vinkel.

AFSNIT 6

Kvanteinterferens af en enkelt qubit

Vi er nu klar til vores fgrste formelle eksempel pa kvanteinterferens.

Vis at tilstanden efter vi har virket pa |0) med H, T og s& H igen, dvs tilstanden
HTH]|0), er som angivet pa Figur 6. Sammenlign med hvad tilstanden ville have veeret
hvis vi havde udeladt T operatoren.

0) L1+ €™/ [0) + (1 — e™/4)|1))

Figur 6. Simplest mulige eksempel pa kvanteinterferens.

Bestem sandsynligheden for at male henholdsvis 0 og 1 hvis systemets tilstand er
) = 3((1+ /) [0) + (1 - /4 1)), S
Vink: det kan veere nyttigt at benytte omskrivningen 14e'7/4 = e!7/8(e=im/8 4 ¢im/8),

Udskift T-operatoren med en Ug-operator, se Figur 5, og svar pa samme spgrgsmal.
Lav ogsa et plot af Py og P; som funktion af ¢.

Bemerk at sandsynligheden i opgaven ovenfor for at male hhv. 0 og 1 afhasenger af
vinklen ¢. Denne afhengighed er kommet i stand via en kvanteinteferens.

Men der er jo kun en qubit, sa hvad er det der interfererer? For at forsta dette sa lad os se
pa sandsynligheden for at fa 0 i malingen. Sandsynligheden er givet ved absolutkvadratet
pé koefficienten 1 (1 + €'?) foran |0). Veerdien af denne koefficient kommer i stand ved
at der er to veje fra vores begyndelsestilstand |0) til |0)-komponenten af sluttilstanden.
Den ene vej er

H 1 Uy, 1 gl
0) = —10) =% —]0) = =|0
0 % 510 % 2500 % 5o
mens den anden vej er
1 1
0) B —= 1) % —=e|1) B e o)
f V2 2

hvor fasen +¢e' bliver samlet op ved Ug-operationen. Vejen er altsd en vej gennem
tilstandene i superpositionen og interferensen opstar fordi 1) tilstandens fase afhsenger
af vejen og 2) vi adderer bidragene fra de to veje inden vi bestemmer sandsynligheden
ved at absolut-kvadrere. En illustraion af dette kan ses i Figur 7.



Bemerk

Opgave 7

Eksempel

Figur 7. Kvanteinteferens for en enkelt qubit. En qubit starter i tilstanden |0). Vi udfgrer nu
operationerne H, sa Uy og endeligt igen H. Den tyrkis og den rgde linje pa figuren illustrerer
de mulige veje fra begyndelsestilstand |0) til |0)-komponenten af sluttilstanden. Bemeerk at der
ligeledes er to veje fra begyndelsestilstanden |0) til |1)-komponenten af sluttilstanden. (De stip-
lede linjer er veje som kun kan udnyttes hvis begyndelsestilstanden ikke er |0).) Illustrationen
er inspireret af [3].

Leeg meerke til at det ligesom med elektronen i dobbeltspalteforsgget ikke er muligt at
afggre hvilken vej qubit’en har taget. Vi skal derfor laegge amplituderne 1/2 og 1/2 e'®
sammen inden vi absolutkvadrerer for at bestemme sandsynligheden Py og dermed opstar
der kvanteinterferens. Hvis vi pa en eller anden vis kunne opné kendskab til hvilken vej
qubit’en havde taget, sa skulle vi i stedet have lagt sandsynlighederne for de to veje
sammen. Med andre ord skulle vi fgrst have taget absolutkvadratet og derefter have lagt
resultaterne sammen. Resultatet ville derfor veere uafhaengig af ¢ og interferensen ville
forsvinde.

Forklar hvilke veje der giver den samlede koefficient (1 — €’®) af tilstanden |1) og

hvor fasen samt fortegnet bliver samlet op.

AFSNIT 7

Mach-Zehnder interferometer

For at fa en mere fysisk forstaelse af den kvanteinterferens vi netop har arbejdet med
tager vi nu et eksempel pa hvordan den kan realiseres.

Qubit-operationerne vi har set pa svarer til hvad der sker i et Mach-Zehnder interfero-
meter, se Figur 8. En foton sendes ind mod interferometeret langs vej 0 svarende til
at starttilstanden er |0). I interferometeret er der to veje, den laveste som vi betegner
|0) og den gverste der betegnes |1). Efter beamsplitteren er tilstanden 1/v/2(|0) +|1))
praecist som hvis vi havde virket med H pa |0). I hver vej er der indsat en faseskifter,
og de har den relative fase ¢ = ¢1 — ¢¢. Samlet set svarer de til Ug-operationen.
Endelig samles vejene i den anden beamsplitter som igen svarer til H. Hvis fotonen
efter interferometeret detekteres i den gverste detektor har vi malt nul, mens et klick
i detektoren leengst til hgjre viser at vi har malt 1.

AFSNIT 8

Den simpleste kvantealgoritme

Det enkle qubit-kredslgb vi har studeret i dette kapitel udfgrer faktisk en kvantealgorit-
me der kan lgse et problem effektivt. Problemt er fglgende: En af vores venner veaelger to
tal, og hvert tal er enten O eller 1. Vores opgave er at finde ud af om de to tal er ens eller

- 5=

N

Figur 8. a) Mach-Zehnder in-
terferometer med to faseskifte-
re. b) Tilsvarende qubit opera-
tioner. (Illustrationen er adap-
teret fra [3].)



Bemerk

Opgave 8

Opgave 9

forskellige. Vi vil selviglgeligt gerne veere effektive, hvilket her betyder at vi vil spgrge
vores ven faerrest muligt gange.

Arbejder vi klassisk er vi ngdt til forst at spgrge vores ven hvad det ene tal er og
derefter at spgrge hvad det andet er, for at vi kan kan sammenligne de to og se om de
er ens eller forskellige.

Vi vil nu se hvordan Mach-Zehnder opstillingen implementerer den simpleste kvan-
tealgoritme og lgser problemet: Inden vi gar igang har vi instrueret vores ven til at ggre
folgende (uden at vi kigger selviglgelig). Hvis det forste tal vores ven valgte var 0 indstil-
ler hun faseskifteren i den nederste vej til fasen 0 men hvis det fgrste tal er 1 indstiller
hun fasen til 7. Vores ven ggr det tilsvarende med det andet tal i den @verste vej. Vi
sender nu en enkelt foton, startende langs vej 0, ind gennem Mach-Zehnder interferome-
teret. Vi foretager altsd en enkelt forespgrgsel. Hvis de to faseskiftere er indstillet ens
ankommer fotonen med 100 % sandsynlighed i detektor 0 mens der er total destruktiv
interferens ved detektor 1. Men hvis den ene faseskifter er indstillet til 0 og den anden
til 7 vil fotonen med sikkerhed blive detekteret i detektor 1 (total destruktiv interferens
ved detektor 0). Med interferometeret kan vi derfor med en enkelt forespgrgsel til vores
ven med sikkerhed afggre om de to valgte tal er ens eller ej og dermed lgse den stillede
opgave.

Vi udnytter her at en enkelt foton kan give information om begge faseskiftere, selvom
den nar der males, selviglgelig kun vil detekteres et sted.

Opskriv tilstanden af en foton for hvert step i Mach-Zehnder interferrometeret, hvor
begge faseskiftere er indstillet til 0. Hvilke operatorer skal bruges til dette? Hvordan
ser Mach-Zehnder inteferometeret ud som kvantecomputerkredslgb?

| Gentag opgave 8, men hvor den relative fase mellem de to faseskiftere er 7.



KAPITEL

Fourter multipliers 111

Inden vi kaster os over mere komplicerede kvantealgoritmer, sa lad os tage et hurtigt kig
pé den klassiske Fouriertransformation og specielt hvordan vi med hjelp af Fourier mul-
tipliers kan forskyde et signal uden at sndre dets form. Dette er ikke blot en interessant
matematisk gvelse, som vi vil se nedenfor er den helt central for de kvantealgoritmer vi
vil studerer.

AFSNIT 9

Forskydning af et signal

Lad os forestille os at vi har et signal hvis amplitude er beskrevet af en periodisk funktion,

f(¢), med perioden 2m; f(¢) = f(¢ + 27).
Her vil vi undersgge hvad der sker med den Fouriertransformerede af signalet hvis vi
forskyder ¢ med en konstat ¢y men ellers ikke zendrer formen af signalet, se Figur 9.

Signal forskudt med ¢,

f — \>g f
6=0 o—2m

— flo+ )
oo — 9

f(@): oprindeligt signal

Figur 9. Signal f(¢) forskudt med en konstant veerdi ¢o.
m: frekvenserne

Lad os starte med at opskrive Fouriertransformationen af f(¢) f(m) amplituden af m

_ 1 27 )
fm)y=— [ f(¢)e "™?do, (9.1)

- 21 0
og den inverse transformation
o ~ .
f@)= Y. fm)e™?. (92)

Bemeerk at vi her har et integrale over ¢ og en sum over m, da f(¢) er en periodisk
funktion.

Opgave 10 | Check at f(¢) som udtrykt i (9.2) er en funktion med periode 2.

For at undersgge hvordan en forskydning pavirker Fourierkoefficienterne, erstatter vi nu



Opgave 11

¢ med ¢ + ¢p i ligning (9.2) og finder

oo

F@+d0)= > flm)em@roo) (9.3)
= i f(m)eimeo gime (9.4)

Som forventet er det precist de samme frekvenser m der indgdr i det oprindelige og det
forskudte signal. Men i det forskudte signal er Fourierkoefficienterne f(m) blevet ganget
med en m-afheengig fase e?™%o.

Udtryk f(m) i ligning (9.4) ved hjzelp af ligning (9.1) og verificer ved eksplicit bereg-
ning af summen at resultatet er f(¢ + ¢o).
Vink: Benyt at > oo e™@Y) = §(z —y).

AFSNIT 10

Fourier multipliers

Fasen e™?0 kaldes en Fourier multiplier. Denne Fourier multiplier er konsekvensen af
det skift vi har givet funktionen

f@+a0) [FT]—=  f(m)-e®m [FT-1 =  f(¢+ ). (10.1)

Omvendt hvis vi har muligheden for at tilfgje en siddan Fourier multiplier (FM) kan vi
forskyde funktionen

f@) [FT]=  fm) [FM]—  fm)-eom [FT-1]=  f(é+ o) -(10.2)

Det er praecist en Fourier multiplier som i (10.2) der indgér i den kvantealgoritme vi vil
beskrive nedenfor. Men istedet for Fouriertransformationen indgar kvantefouriertrans-
formationen.
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Definition 3

Definition 4

Bemeerk

Eksempel

Bemeerk

Kvante
-fourtertransformationen

En central del af de kvantealgoritmer vi kigger pa her er kvantefouriertansformationen.
Den er analog til den diskrete Fouriertransformation men adskiller sig ved at veere en

transformation af en kvantetilstand. Og sa kan vi implementere den eksponentielt mere

effektivt pa en kvantecomputer end den diskrete Fouriertransformation kan implemen-
teres pa en klassisk computer!

ArsNIT 11

Definition af kvantefouriertransformationen

For at skrive kvantefouriertransformationen op pa en made der minder om den klassiske
diskrete Fouriertransformation er det nyttigt at skrive tilstandene via almindeligt (10-
tals) system.

Hvis vi har 4 qubits skriver vi eksempelvis tilstanden [0101) som |5). Det er dog helt
samme tilstand blot skrevet op i lidt mere kompakt notation.

Nu til definitionen:

Givet et st af 2 tilstande, |[) med | = 0,...,2" — 1 hvor (I|I') = &, s& er kvante-
fouriertransformationen (over denne ortornormale basis) af |I) givet ved

1 DANGEn o
)= —= > e2™Hir%|j) (11.1)

Og lad os med det samme ogsa opskrive den inverse transformation:

Givet et st af 2¢ tilstande, |j) with j = 0,...,2" — 1 s& er den inverse kvantefourier-
transformationen af tilstanden |j) er givet ved

=i

. 1 —2mij iz
lj) — = > ek ) (11.2)
k=0

De 2! tilstande svarer til at vi har ¢ qubits.

Lad os tage et eksempel og et par opgaver for at veenne os til definitionerne.

For en enkelt qubit har vi ¢t = 1 og saettet der bestar af tilstandene |0) og |1). Kvante-
fouriertransformationen af tilstanden |0) er ifglge definitionen |0) — 1//2(]0) + 1))
da e2™ili/2" = 1 for | = 0 uafheengigt af j. Tilsvarende far vi at [1) — 1//2(|0) — [1))

da €27ili/2" =1 nar j=0o0gda e2mili/2" = _1 forj=l=1ogt=1.

Vi har i eksemplet ovenfor at H|0) giver kvantefouriertransformationen af tilstanden |0)

og tilsvarende for |1).

KAPITEL
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Figur 10. Klassisk Fouri-
ertransformation. (Illustration
fra Wikipedia)



Opgave 12

Opgave 13

Bemerk

Bemeark

Betragt igen en enkelt qubit og seettet der bestar af de to tilstande |0) and |1). Vis at
H|vy) giver kvantefouriertransformationen af en vilkarlig tilstand |¢)) = a|0) + S|1).
Vink: Benyt at operationerne er linesere.

Betragt igen en enkelt qubit og de to tilstande |0) and |1). Vis at H|y) giver den
inverse kvantefouriertransformation af tilstanden |¢) = «|0) + §|1).

Som vi lige har set i opgaverne giver H bade kvantefouriertransformationen og den
inverse nar vi kun betragter en enkelt qubit. I eksemplet med kvanteinterferens pa en
enkelt qubit (afsnit 6) lavede vi derfor en kvantefouriertransformation for vi virkede med
T og derefter lavede vi en invers kvantefouriertransformation. Vi kommer til at se denne
struktur igen i kapitlet om kvantefaseestimering nedenfor.

AFSNIT 12

Eksponentielt hurtigere end den klassiske

Inden vi kommer sa langt, sa lad os vise at en kvantecomputer kan lave en kvantefouri-
ertransformation med langt feerre operationer end en klassisk computer kan lave den
tilsvarende diskret Fouriertransformation.

Den diskrete Fouriertransformation af en vektor med 2! elementer vil pa en klassisk
computer tage O(22!) operationer at udfgre, fordi transformationen svarer til, at gange en
2t x 2t-matrice pé en sgjle med 2!-elementer. Den hurtigst kendte algoritme (fast Fourier
transform) kan f& dette ned p& O(¢-2!). Til sammenligning kan vi pd en kvantecomputer
lave den tilsvarende kvantefouriertransformation med O(t?) operationer.

Udledningen heraf er ganske teknisk, da den ngdvendigvis involverer en generel algoritme
til at implementere kvantefouriertransformationen pa en kvantecomputer. Hvis du er
interesseret s& tag et kig i appendix A. Hvis detaljerne ikke har din interesse kan du
roligt springe dem over, det efterfglgende afhaenger ikke heraf.

~10 —
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Bemeerk

Opgave 15

Opgave 16

Kvantefaseestimering

Nu kan man maske tro at kvantefouriertransformationen giver os en eksponentielt hur-
tigere made at udfgre en klassisk diskret Fouriertransformation. Men dette vil kraeve
at vi kan aflaese koefficienterne af den tilstand som kvantefouiertransformationen giver,
hvilket desvaerre ikke er ligetil (malinger kollapser tilstanden). Til gengeeld ggr kvan-
tefouriertransformationen det muligt at estimere eigenveerdierne af en uniteer operator
med eksponentiel hgj preecision meget effektivt [4] | Indrgmmet, dette lyder maske ik-
ke super anvendeligt forste gang man hgrer om det, men denne kvantefaseestimering
er et centralt element i flere andre kvantealgoritmer bl.a. i Shors algoritme [5] der kan
primtalsfaktorisere i polynomiel tid.

AFsSNIT 13

Estimeringsopgaven og algoritmen

Vi er givet en uniteer operator U og en egentilstand |u) af U. Egenveerdierne af en uniteer
operator, U, er alle komplekse faser e'® s egenvaerdiligningen tager formen
Ulu) = e |u) . (13.1)

Malet med kvantefaseestimeringsalgoritmen er at give et estimat af fasen ¢ der er korrekt
til ¢-decimaler.

Uniteere operatore er centrale i kvantemekanik, f.eks. er tidsudviklings- og rotations-
operatoren uniteer. Det er ikke tilfzeldigt at disse operatorer er uniteere, for det at de
er unitaere betyder at den samlede sandsynlighed er bevaret under operationen. Som
vi skal se nedenfor i afsnit 19 om Shors algoritme findes der en unitzer operator der er
relevant for primtalsfaktorisering.

Vis at tidsudviklingsoperatoren U = e~*17/" er unitaer. Her er H = H' Hamilton-

operatoren (hvis egenveerdier bestemmer energierne af systemet), 7 er tiden (fordi vi
allerede bruger t) og /i er Plancks konstant.

For at lave kvantefaseestimeringsalgoritmen bruger vi to seet af qubits som vi kalder
register 1 og 2. Register 1 har ¢ qubits og det er ved at male pa dette register at
vi i sidste ende vil fa estimatet af ¢. Register 2 har sa mange qubits det kraever at
opskrive tilstanden |u) (dette athzenger af hvilken operator U er). Figur 11 giver en
diagrammatisk illustration af kvantefaseestimeringsalgoritmen.
Bemeerk at vi vil opskrive en samlet tilstand for de to registre pa formen |j)|u) hvor |j)
lever i det forste register og |u) lever i det andet. Systemets tilstand vil typisk veere en
superposition af sddanne tilstande.

Lad os kaste os ud i det. De skridt der tilsammen udggr kvantefaseestimeringsalgo-
ritmen er opsummeret i tabellen Figur 12:

Check at kvantefouriertransformationen af |0) i anden linje i tabellen i Figur 12 er
korrekt. Check ogsa den inverse kvanteforuriertransformation i neestsidste linje.

Vis, at for ¢ = 1 (dvs. hvis der kun er en qubit i register 1)_ sa er tilstanden efter den
inverse kvantefouriertransformation 3((1+ e%)|0) + (1 — e™)|1))u).

11
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Register 1

Register 2 { |u) */—‘ U2’ H U2 H U?’ H U2’ }

Bemerk

|0

=

QFT QFT1

=

)
> —
)
)

0

| mam

)

Figur 11. Kvantefaseestimeringsalgoritmen for ¢ = 4. De gverste 4 qubits udggr det fgrste
register, og det er resultatet af at méale pa disse der giver estimatet af fasen ¢. Informationen

om ¢ bliver overfgrt til register 1 via ¢ kontrollerede operationer med hhv. v Lt pa det
andet register der er i egentilstanden |u) (Bemeerk her at “/” indikerer at dette register bestar
af flere qubits, vi tegner det blot som en enkelt streg). Hvis kontrol-qubitten, indikeret ved e,
er |1) vil den kontrollerede operation anvende operatoren i firkanten pa den qubit firkanten er
afsat pa.

Starttilstanden  |0)|u) lokaliseret ved 0

QF-transform \/—127 E?;_Ol |7)|w) delokaliseret i Fourier rummet
Kontrollerede U \/127 ?t:_ol eI |5)|u) delokaliseret med faser

QF ~!-transform 5 thk;lo ei(‘ﬁ_z”%)ﬂk}\u) top for k sd 2mk/2¢ neer ¢

Maling |&") |w) resultat er k', estimat af ¢ er 27 k'/2¢

Figur 12. De skridt der udggr kvantefaseestimeringsalgoritmen.

I opgaven ovenfor er tilstanden af det forste register inden vi maéler precist som i det
simpleste eksempel pa kvanteinterferens i afsnit 6!

Inden vi ser hvordan kvanteinterferensen kommer i stand for flere qubits, sa lad os lige
knytte an til de Fourier multipliers vi sa pa i Kapitel III.

AFrsNIT 14

Kvante-fourier multiplier

De kontrollerede unitaere operationer, i den tredie linje af tabellen i Figur 12, tilfgjer hvad
der for den klassiske Fouriertransformation svarer til en Fourier multiplier. Denne kvante-
fourier multiplier, e’®7, svarer preecist til den klassiske Fourier multiplier, e*®0™ . vi s&
pa i kapitel I1II. Lige som den klassiske Fourier multiplier skifter et periodisk signal med
b0, skifter kvante-fourier multiplieren, e®’, i kvantefaseestimerings-algoritmen, start
tilstanden |0) til en tilstand der en superposition af |k) hvor der er konstruktiv inteferens
for 27k /2 taet pa ¢;

1 1 L
0 [QFT]— i) [cU]— —-eilj) QFT'|— |k, hvor 2mk/2" ~ ¢ .

AFSNIT 15

Konstruktiv kvanteinterferens udpeger fasen

- 12 —



FEksempel

Bemeerk

Lad os tage et naermere kig pa den dobbeltsum

2t—1

3T eilem2manifg) (15.1)

J,k=0

vi har faet efter den inverse kvantefourier transformation — det er nemlig lige her
kvanteinterferensen sker. For at se hvordan den virker sa bemaerk at j kun optrseder
i eksponenten og ikke andre steder. Derfor, nar vi tager summen over j, sa vil disse faser
have en steerk tendens til at g ud mod hinanden og nar vi dividerer summen med 2¢ (se
linje 4 af algoritmen) bliver det samlede bidrag meget lille. Dette sker for alle veerdier
af k med mindre 27 k /2% er meget taet pa ¢. For hvis dette er tilfzeldet vil alle de 2¢ led i
summen over j veere meget teet pad 1. S& nar 27 k/2! er meget taet pd ¢ er summen over
j af stgrrelsesorden 2, som vi s& dividerer med 2! og far et resultat af stgrrelsesorden
1. Dette gor at der er overvaeldende sandsynlighed for at en maling vil give en veerdi &’
hvor 27k’ /2! er en god approksimation til ¢.

Figur 13 viser hvordan summen over j i ligning 15.1 ser ud for forskellige veerdier af
knar ¢ = 1.6 ogt = 2. For k =1 sd er 27r§ = 27& = § ~ 1.6, altsd en perfekt
approksimation af ¢ = 1.6 hvis man afrunder til to cifre (¢ = 2). Altsa er forskellen
(¢ — 2#%) j lille for alle j, s& alle led i summen tilfgjer meget lidt til vinklen af

resultatet. Hvis derimod k = 3 er 27r2% = %Tﬂ ~ 4.7 er denne forskel stor. Hvert led i

summen vil derfor drastisk skifte retning af summen som set i Figur 13.

Im

Figur 13. Illustration af summen af de komplekse faser der indgar i dobbeltsummen (15.1).
Summen over j er givet ved den samlede vektor for to fastholdte veerdier af k.

Bemerk at det er en konstruktiv kvanteinterferens der ggr det meget sandsynligt at
malingen giver en veerdi k' hvor 27k’ /2! er en god approksimation til ¢. Mens der for
veerdier af k hvor 27k /2t ikke er taet pa ¢ er destruktiv kvanteinteferens.

AFSNIT 16

Korrekt til ¢ decimaler

Hvor teet skal 27 k/2! vaere pa ¢ for at denne konstruktive kvanteinterferens opstér?
Uden at gé i for meget matematisk detalje kan vi fa en intuition for dette ved at se

- 13—
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Opgave 17

pa dobbeltsummen (15.1). Vi vil gerne bestemme de veerdier af k£ hvor summen over
J giver noget af storrelsesorden 2¢ (husk at vi dividerer summen med 2). For at dette
er tilfzeldet ma vi have at fasen (¢ — 2#%) j er teet pa nul, og dette skal geelde for alle
veerdier af j = 0,...,2" — 1 ellers far vi ikke konstruktiv interferens. Vi slutter altsd at
¢— 27r2—kt skal veere ad stgrrelsesorden 27¢. Mélingen i slutningen af algoritmen vil derfor

med stor sandsynlighed give en veerdi k' hvor 277’2“—: er et estimat af ¢ der er korrekt til
t (bingere) decimaler.

AFSNIT 17

Virker ogsa hvis |u) ikke er en egentilstand

Umiddelbart kan det maske syntes lidt kunstigt at man har en egentilstand |u) for U
men ikke nogen egenveerdi. Men vi behgver faktisk ikke have nogen praecis egentilstand
af U for at kunne fa nytte af kvantefaseestimeringen. For at se dette si bemeerk at
egentilstandene, |u;), for den uniteere operator U udggr en ortonormal basis (for Hilbert-
rummet). Derfor kan en vilkarlig tilstand |¢) skrives

) = er|ur) + calug) + ... (17.1)

for passende komplekse koefficienter ¢;. Og da alle operationer vi bruger er lineare, kan
vi bruge kvantefaseestimeringsalgoritmen pa tilstanden |¢) ved at lade den virke pé
hvert led i summen for sig! Resultatet af malingen i slutningen af algoritmen vil da give
et godt estimat af en af de faser der indgér i egenveerdierne af U. Vi ved ikke hvilken
det er, men sandsynligheden for at det er den i’te egenvaerdi er proportional med |c;|?.

Hvis vi for eksempel har, U = e~**/" hvor H er systemets Hamiltonoperator og vores
mal er at bestemme grundtilstandsenergien. Sa skal vi blot kunne komme med et gaet,
|¥), der har et godt overlap, (Ugrundtilstand|¥’) = Cgrundtilstand, med grundtilstanden
|tgrundtilstand), da er sandsynligheden for at algoritmen estimerer grundtilstandsener-
gien til stor praecision proportional med |cgrunatilstand|*-

Erstat |u) med cq|ui) + colug) i kvantefaseestimeringsalgoritmen afsnit 13 og gentag
algoritmens skridt. Udnyt at alle operationer er linesere.

AFSNIT 18

Fysisk intuition for kvantefaseestimerings-algoritmen

Som vi sa i Afsnit 8 er det muligt at fa en bedre forstaelse af den simpleste kvantealgo-
ritme ved at betragte et Mach-Zehnder interferometer. P4 samme vis er det muligt at
opbygge en bedre fysisk intuition for kvantefaseestimerings-algoritmen ved at betragte
en partikel pa en ring med en lang spole i gennem, se Figur 14. Hvis man er nysgerrig
efter at se detaljerne kan vi kan varmt anbefale at tage et kig i [7].

AFrsNIT 19

Shors algoritme for primtalsfaktorisering

De bedste kendte klassiske algoritmer til at primtalsfaktorisere et helt tal med t bits

O(t'/3 1og?/?

menes at kraeve e t) operationer. Til sammenligning kan Shors algoritme for

— 14 —

N~

Figur 14. Bglgefunktionen for
en partikel pa en ring med en
lang spole igennem. Dette sy-
stems tidsudvikling svarer til
at udfgre kvantefaseestimering
og kan give en bedre intuition
for algoritmen, se [7].



primtalsfaktorisering [5] lgse den samme opgave med O(t? log(t) log(log(t))) operationer,
se Figur 15! og [6] for detaljer. Med andre ord s& kan en kvantecomputer primtalsfak-
torisere eksponentielt hurtigere end en klassisk computer!

Shors algoritme bestar af flere trin, hvoraf det er kun et trin der skal udferes pa
en kvantecomputer, nemlig en kvantefaseestimering for den uniteere operator der virker

saledes
Uly) = |zy(mod N)) . (19.1)

Hvordan denne unitaere operator kommer i spil og hvilke andre trin der indgar i Shors
algoritme en fantastisk tour de force i klassisk matematik og klassiske algoritmer. Vi
kan varmt anbefale at brygge en steerk kop kaffe og dykke ned i detaljerne (se f.eks.
[6]). Her vil vi blot bemeerke at Shor ogsa lgser problemet med at finde en passende
tilstand som det andet register skal starte i pa en meget elegant made: Shor benytter
en superposition af egentilstande for U der giver |1) (i 10-tals notationen). S& det andet
register skal blot startes i tilstanden |1).

o] T Klassisk algoritme: I
10 o(e! or'r"*log(r)l'*) |
. ——  Shors algoritme: |
10% Ot log(t) loglog1))) i
= 10% |
2o Klasisk rekord: | i
E aSSI,S rexord: | fante rekord:
g 829 bits . 7’5 bits
16 | . )
210 Poow t@1=7-3)
<
£ s !
< I 10° ——
i 2 4 U/,/* 10
108 —
e
104 i
/'/77/7/7 I
T : : .! : : ;
200 400 600 800 1000 1200 1400

Antal bits ¢

Figur 15. Antal operationer det kraever med den bedste kendte klassiske algoritme og med
Shors algoritme at primtals faktorisere et tal med ¢ bits. Bemark den logaritmiske y-akse.

LEn liste af rekorder for faktoriseringsproblemet udfert pa klassiske computere kan findes pa https://
en.wikipedia.org/wiki/Integer_factorization_records. Rekorderne for kvantecomputere kan findes
pa https://en.wikipedia.org/wiki/Shors_algorithm under “Physical Implementation”.
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KAPITEL

Opsummering VI

Her afslutningsvis vil vi forsgge at binde de dele der er arbejdet med i noten sammen.

AFSNIT 20

Superposition af alle veje giver mulig inteferens

I dobbeltspalteforsgget, se Figur 1, leegger vi forst amplituderne sammen og absolut-
kvadrerer derefter for at bestemme sandsynligheden. Summen af amplituderne giver
mulighed for at der opstar positiv og destruktiv inteferens. Vi leegger amplituderne for
de to veje gennem dobbeltspalteforsgget sammen forst da der ikke er nogen made at af-
gore hvilken vej partiklen har taget. Det samme grundlaeggende kvantemekaniske princip
udnyttes i kvantealgoritmer, her er vejen gennem dobbeltspalteforsgget blot erstattet af
veje gennem superpositioner af kvantetilstande.

Eksempel | F.eks. vil kvantefouriertransformationen sende

Qrr 1

00) == 5(100) +[01) + [10) +[11)). (20.1)

Kvantfouriertransformationen abner hermed de 4 veje som resten af algoritmen efter-
folgende skaber interferens mellem, se Figur 16.

QFT
Input: |00)
01) @
+ Output: |¢)
[10) @
11) e

Figur 16. Kvantefouriertransformationen spreder tilstanden |00) ud pa alle de fire mulige
tilstande med 2 qubits og abner dermed for 4 mulige veje. De gra linjer indikerer de mulige veje
og den rgde pil fremhaever en af disse.

Opgave 18 | Vis at der er lige stor sandsynlighed for at male hvert af de 4 udfald 00, 01, 10 og 11
efter kvantefouriertransformationen af tilstanden |00).

Eksempel | Vikan teenke de 2 qubits som det fgrste register i kvantefaseestimeringsalgoritmen med
t = 2. I Figur 17 har vi tilfgjet de resterende skridt af kvantefaseestimeringsalgoritmen
fra Figur 11 og 12. Outputtilstanden [¢) er en superposition af de mulige veje og det
er netop derfor kvanteinteferensen der udpeger lgsningen kan opsta.

Bemeark Bemeerk at diagrammet i Figur 17 er en naturlig udvidelse af det diagram vi havde for
den simpleste kvantealgoritme i Figur 7.

16



FEksempel

QFT U QFT-!

Input: |00) \. L}
01) @
+ Output: |))
[10) @
11) e

Figur 17. Kvantefaseestimerings algoritmen for ¢ = 2; de gra linjer indikerer de mulige veje for
det forste register. De rgde pile viser én mulig vej. Output-tilstanden [¢) er en superposition
af alle de mulige veje og det er i denne superposition kvanteinteferensen sker.

AFSNIT 21

Konstruktiv interferens ved lgsningen vi sgger

Udfaldet af den afsluttende méling i kvantealgoritmen vil med stor sandsynlighed give
et resultat der svarer til de tilstande hvor der skabes konstruktiv inteferens. Tilsvarende
er der meget lav sandsynlighed for, at udfaldet svarer til en tilstand med destruktiv
inteferens. For at dette fgrer til en nyttig beregning er det afggrende, at den konstruktive
interferens peger pa lgsningen til det problem vi gnsker at lgse.

For kvantefaseestimeringen peger den konstruktive intefernes pa den fase vi gnsker
at méale. Dette kommer i stand helt analogt til hvordan en klassisk Fourier multiplier
kan benyttes til at forskyde et klassisk signal. I den kassike Fourer multiplier er vi
dog ngdt til at kende den fase vi gnsker at forskyde signalet med, i kvantefaseestime-
ringsalgoritmen kommer den tilsvarende fase ind ved at lade operatoren virke pa dens
egentilstand, hvilket ikke kraever at vi kender fasen.

AFSNIT 22

Afslutning

Ambitionen med disse noter er at give en ide om hvad kvanteinterferens er og hvordan
dette udnyttes i kvantealgoritmer. Emnet er selvfglgeligt meget storre end hvad der er
deekket her og udvikles lgbende. Vi haber at arbejdet med disse noter har givet bade
bagrund for og nysgerrigheden til at grave dybere.
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Opgave 19

Appendix

AFSNIT A

Implementering af kvanteforuriertransformationen

For at give et indblik i hvordan kvanteforuriertransformationen kan implementeres pa
en kvantecomputer med O(2¢) af de grunliggende operationer, s lad os skitsere en kvan-
tealgoritme der udfgrer den. Farste skridt er at indse at kvantefouriertransformationen
kan skrives pa den faktoriserede form

]. ot—1 t ot —2 t . t
1) — ﬁ(“” + 222D (10) 4 €272V 1)) L (j0) + 2TV ) L (A

Vigtigt, [ et tal mellem 0 og 2!~! der pd venstresiden af (A.1) markerer hvilken tilstand
[I) vi er ved at lave kvantefouriertransformationen af. P4 hgjresiden arbejder vi med det
direkte produktrum af ¢ qubits. S& nar vi skal genfinde tilstanden |j) fra definitionen
(11.1) sd er den pa hgjresiden i en binger repraesentation

J=J1jz---Jt (A.2)
hvor j; enten er 0 eller 1. Med andre ord:
J=327 45227 4 4,20 (A.3)

F.eks. hvis t = 4 og vi pa hgjresiden vil identificere tilstanden |9) med j = 9, s er
den repraesenteret ved |1001) pa hgjresiden.

Sammenlign udtrykket (A.1) med definitionen (11.1) og vis at vi far de rette koeffici-
enter til tilstandene |j) med j =0, j =1 og j = 2. Prgv at generalisere derfra.

Som nzeste skridt, lad os som for j ogsa skrive [ op som et bingert tal
=02 4 15202 4 4020 (A.4)
2mi2t 11 /2

Bemeerk nu at e , der star i den fgrste parentes pa hgjresiden af (A.1), kun
afhaenger af den sidste bingere decimal, [;, da

cot—17 /ot ot—1 t—1 t—2 0y /ot . ,
6271'12 /2 — 627”2 (112 +122 +...+1:2%)/2 — e27rzlt/2 _ eﬂ'th (A5)

da alle de andre led i summen altid giver faktorer af 1 (brug at e*™ = ¢’ = 1). Fasen
et er 1 hvis [; = 0 og -1 hvis I, er 1. S& det forste led pa hgjresiden af (A.1) kan
fas ved at lade H virke pa den t’te qubit. I det neeste led pé hgjresiden af (A.1) har vi
22" ?1/2" ger tilsvarende kun afhaenger af de sidste to binaere decimaler I;_; og ;.

Hvis vi et gjeblik ngjes med betragte to qubits sa kan vi fa kvantefouriertransfor-

mationen fra algoritmen i Figur 18.
Umiddelbart virker det maske ikke som om dette kan give en eksponentiel fordel

men lad os ogsa tage et kig pa hvad der sker, hvis vi har 3 qubits. Nu kan kvantefourier-
transformationen udfgres ved algoritmen i Figur 19. Med lidt god vilje kan man maéaske

18
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1) 1F —
|12) (H |

M=

Figur 18. Kvantefouriertransformationen for to qubits. Den kontrollerede T2 operation, ser
om Iy er 1 og i s fald virker den med T2 pa den gverste qubit. Den sidste operation leengst til
hgjre ombytter de to qubits.

[la) T}
‘12> * H —

|ls) | H|

Figur 19. Kvantefouriertransformationen for 3 qubits.

nu begynde at ane den struktur der fgrer til at vi kan lave kvantefouriertransformatio-
nen for ¢ qubits med O(¢?) operationer. Den fulde struktur af algoritmen kan findes i
f.eks. [6].
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